Sistemas lineares autonomos
de tempo continuo




Fu sou Gedhean Alves

Uma breve discussao das solugoes analiticas para sistemas
de uma e duas equacoes diferenciais



1.1 Caso unidimensional

Simples mas nao menos importante



A solucao e o ponto de equilibrio sao triviais

Equacao linear autonoma de primeira ordem:
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Uma mudanca de variavel conveniente

Escrevendo a equacao diferencial em funcao da nova
variavel y(t), desloca-se o ponto de equilibrio para a
origem:

y(t) = z(t) - =°

z(t)+(b/a) dy t
ay = — = f dt
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Um exemplo em circuitos eletronicos

wlt) + v(t) - B = 0 Ve
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O retrato de fases do circuito RC
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1.2 Caso bidimensional

Uma introducdo para o caso n-dimensional



Forma geral e ponto de equilibrio

dx[;t(t} = ax,(t) + bz2(t) +
dxj“} = cxy(t) + doaft) +
t
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Simplificando as coisas

z(t) = x(t) — 2}
y(t) = 23(t) — =3
B0~ az(e) + by(t)

WO~ ) + aytt)

(x* y*) = (0, 0) é ponto de equilibrio do novo sistema.



Simplificando as coisas na forma matricial

dz(:) — 15D

0-() 3= ()




Solucao geral

Supondo uma solugdo com a seguinte forma:

x(r) = xﬂe“

y(t) = J’uelt
Tal solugao corresponde a uma reta no espaco de fases,

.
x(t) = - y(t)_



Solucao geral

Substituindo essa solu¢ao na eq. diferencial, temos:
(a—Mxg+byy =0
cxg+(d—Ny,=0
Resolvendo o sistema acima, encontra-se a eq. caracteristica
da E.D.

(a—MD(d—-2)—bc=0
T+VTZ —4A
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11.2:
A2—TA+A=0



Solucao geral

Para cada k encontra-se o par (x yo) correspondente.
Assim, para k 7 A, a solugao geral é:

SO (;Eg) k1 (J’m) Lt k2 (}’az) &

k, e k,sao constantes determinadas pelas condigoes iniciais.



Autovalores e autovetores

Os nameros 7»1 € OS respectlvos vetores Z sao OS
autovalores e autovetores da matriz A respectlvamente.

00=(2). #m0-(2)

Definicao:
O polinomio caracteristico é obtido calculando
det(A—AT) =0



Exemplo

Retrato de fases do sistema dx/dt = -x +2y, dy/dt = 3y.
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Classificacao do equilibrio quanto a topologia e a estabilidade

Se A<0, entao X, ,sao reais e com sinais opostos
o Sela instdvel no sentido de Lyapunov.

Se A>0 e T?-4/\>0, entao A , ao reais de sinais
iguais

o se T>0, nd instavel

o se T<0, no assintoticamente estavel
Se A>0e T2 4 /<0, entao A , $a0 complexos con,j.
o se T>0, foco instdvel

o se T<0, foco assintoticamente estdvel

o se T=0, centro neutramente estavel



Classificacio dos pontos de equilibrio no espaco AA-T

A
t T2-4A=0
foco estavel | foco instavel
centro
no estavel nd instavel
o

sela T



Casos degenerados

Pode acontecer que a matriz A possua autovalores iguais,
gerando solucoes L.D.

Para construir a solu¢ao geral nesse caso, deve-se
encontrar o autovetor associado a A:

e, com ele, obter um vetor-coluna w = (w,, w,) que

obedeca a:
(ﬂ = ?-.)Wl + bWz = Xg

cwy + (d —Dw, =y,



Solucao geral para os casos degenerados

Assim, a solucao geral € dado por:

b5 4 X Xot +w
0= () = () k(2 )
y(t) Yo Yol + w;
= Nesse caso, quando T? =4/
o se T<0, nd improprio assintoticamente estavel

o se T>0, no improprio instavel



Infinitos pontos de equilibrio!

Ha ainda o caso em que um dos autovalores é nulo e o
outro, necessariamente € T. Nessa situacao, a solucao
geral é dada por:

2() = (x(t)) =k () 4k ()

y(t) Yo1 Yoz
As trajetdrias sao retas paralelas a:
y(1) =22 (1)
Xo2

Essas trajetorias se aproximam, quando t — «, da reta:

_Yo1
y(t) = ‘. x(t)



Exemplo degenerado
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Sistema dx/dt = 3x - y, dy/dt = -3x + y.



Alguma pergunta?
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